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4.1.1 Coziumlu Problemler

(1) Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin, eger varsa, karsilarinda
yazili zy noktalarindaki tiirevlerini bulunuz. Fonksiyon bu noktalarda

stirekli midir?

(a) f(x)=x[z],x0=0, xozg,
(b) f(z) =]z |sinz, zo=0;
(¢) f(x)=x(l —cosz),z0=0;
(e) f:Ry =R, f(x) =logyx.In2z, 29 =1 ;
(£) f:[0,400) = R, f(z) = (v — 1) arcsin /57,20 = 1 ;
(g) f:R—-R
flz) = z? | cos T |, x # Oise,
0 ,szise,xozovexozﬁ,keZ;
(h) f:R—R
arcsinz? i 1 :
AT ¢in =, x # 0 ise,
flx) = v . . _
0 ,x =0 1ise,xg = 0;
(i) f:R—=R
0, x rasyonel ise,
fay=4 % " S
x* | x irrasyonel ise, xg = 0;
(@) f:R—=R

{ 2%,  x rasyonel ise

—x* ,x irrasyonel ise, xg = a # 0;
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Cozim: (a) z € (1,2) olsun. Bu durumda, [z ] = 1,f(z) =z
olduguna gore (4.2) den dolay1

_ f£(3 _3
[ A A N ek
2 em) e-f aju-i
olur. zg = 01n solunda ve saginda f nin tanimi degistiginden burada sol
ve sag tarafl tiirevleri bulmaliyiz. Vo € (—1,0) icin [z] = —1, f(z) =
—xveVr € (0,1)icin [2] =0, f(x) = 0 oldugundan (4.4) ten dolay1
F07) = tim WSOy oy
z—0~ x—0 z—0- T
oy e J@) = f0) 0

olduguna gore, fonksiyonun zo = 0 da tiirevi yoktur. f(z),xy = %

de siirekli (Onerme 4.1.3)e gore),zo = 0 da ise, siireksizdir. (ciinkii

f(07)==1,f(07) =0 ve f(07) # f(07) dur.)
(b) (4.2) ye gore
f(z) — f(0) sinx sinz

o\ — 1; BERT BERT .
FO == = lel = =iplel = =0

olur. Fonksiyon xy = 0 da siireklidir, clinkii bu noktada tiirevlenebilirdir.
(c) (4.2) ye gore
flx)—=f(O) . 1—cosx

f0) = lm=—— fim ——
[z — 0 iken 1 — cosz ~ $z* oldugundan]
1

olur. Onerme 4.1.3 den dolay1 f, zo = 0 da siireklidir.
(d) (4.2) ye gore

g o J@) = S(=2)
f( 2) _ xL—Q T — (_2)
3|x+1]-3

im
T——2 T+ 2
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[ — —2iken | x + 1 |= —(z + 1) oldugundan]

_ lim —3(x+1)—3
r——2 z+2
— 3him TTA o
z——21 + 2
olur. Onerme 4.1.3 den dolay1 fonksiyon zo = —2 noktasinda siireklidir.
(e) (4.2) ye gore
. flx) = f(1) . logy zln2x —log, 1.1n 2
!/ _ — —

f = Im == = o loga1 =0

log, x In2x
a—1 w—1

[t —1=1t dersek, + — 1<t — 0 oldugundan]

lim logy (1 + ) In2(1 +¢)
t—0 t
= 1inélog2(1+t)%.linéln2(1+t)

= log,e.In2=1

olur. Onerme 4.1.3 ten dolay1 fonksiyon 2y = 1 noktasinda siireklidir.
(f) (4.2) ye gore
flx) — (1) x 1

! 1 1- ]-' . . 7
] ( ) = xll’q —1) = IIII% arcsin - 1 — arcsin _\/§ = —4

olur. Onerme 4.1.3 ten dolay1 fonksiyon z, = 1 noktasinda siireklidir.

(g) (4.2) ye gore

— f(0
f(0) = limM = limz | cos — |
x—0 x x—0 x
Vo # 0 icin | cosZ [< 1 olduguna gore, | = || cosZ [<] z |
oldugundan] f'(0) = 0 olur. Onerme 4.1.3 ten dolay1 fonksiyon zy = 0

noktasinda stireklidir.
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Tt ",k € Z noktalarinda fnin sol ve sag tarafli tiirevlerini (4.4) den

yararlanarak bulalim.

) o LSS, e
2k+1 _}(2)+ :E—%?ﬁ x—»(iy I—ﬁ
2k+1 2k+1
r— 2 =1t dersek, 7 — (52)" <t — 0" oldugundan
1 1

12 (2k + D)
—] - 2 R S e A 2_ -
Jm G P s s gy | I G Y = g e
4 1 2k + 1)m (2k+ D)7 2k + 1)m
- " im = _
i e+ G gy 7 )
4 1 2 1 2 1
= ——— lim —|sin( @k+ m (2K + )W)
(2k +1)2 t—o0+ t 24+ (2k+ 1)t 2
[u— 0 iken sinu ~ u oldugundan]
4 2k+ D1 (2k+ )7
(2k + 1)? t—>0+ t' 24 (2k+ 1)t 2

bulunur. Benzer sekilde, f’ <(2k+1 ) _> —7 oldugu elde edilir. f/ <(2k+1 ) _) +

f/<(2k+1) ) olduguna gore, fonksiyon zy = 2k+1’ k € 7 noktalarinda

tirevlenebilir degildir.
keZ

lim f(r) =0 = f(52=) olduguna gore, fonksiyon zq = ﬁ,

2k+1
rT— 55—+

2k+l
noktalarinda sureklidir.

(h) hH(l) flz) = hH(l) w sin 1

2

[ 2 — 0 iken arcsin 2% ~ 2 oldugundan ]

: 1
:glﬁlir[l):vsmg—O—f(O)

olduguna gore, fonksiyon xy = 0 da siireklidir. Bu fonksiyonun zy = 0
da sag ve sol tarafl1 tiirevlerinin varolmadigini gérelim. Bunu sag tarafl

tiirev halinde yapalim. (4.4) e gore
f(x) — £(0) . arcsinz? | 1

lim = lim —— —sin—
z—0t xT z—0t T xT
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limiti yoktur ciinkii, g(x) = %sm%,x # 0 olmak tizere x, =
1

5—,n € N dizisi icin n — oo iken z, — 0%, fakat lim g(z,) =
n—oo

L —0vey, = =5—,n € N dizisi icin n — oo iken
n n nm’ .

: 2
. arcsin <, .3
lim ;ERFn sin - g,

n—oo

y, — 0T, fakat lim g(y,) = lim aresing®, sin L
n—oo n—oo Y

n Yn
. si 2 .
= lim amyl# =1 dir.

n—oo n

(i) f(0) =0 oldugu aciktir. h € Q,h — 0 iken
f(0+h) = f(0)

f(0+h)—f(0):f(h):0:>(@£ig0 - :@aif?ioﬁzo
hel,h— 0 iken
f(O+h)— f(0)=f(h)=h*>= lim JO+R) = JO) lim h=0

I3h—0 h I3h—0

olduguna gore, f,zo = 0 da tiirevlenebilirdir ve f/(0) = 0 dir. Onerme
4.1.3 den dolay1 fonksiyon xy = 0 da siireklidir.
(j) 0# a € Q olsun. Bu durumda, f(a) = a® ve

_ 2 92
lim M: lim T a = 2a
Q3z—a Tr—a Q3z—a T — a

. L2 9
g L@ = fle) R oa
I>x—a Tr— a Iz—a T — Q

olduguna gore, fonksiyon zy = a # 0 da tiirevli degildir.
a € I durumunda f nin xqg = a da tirevli olmadigi benzer sekilde
gosterilir. Fonksiyon xy = a # 0 noktasinda stireksizdir, ciinkii lim f(x)

limiti yoktur. ¢

X CR,f: X — R fonksiyonu ve bu fonksiyonun stireksiz oldugu bir
xo € X mnoktast verilsin. f,zo da (a) sonlu ,(b) sonsuz tireve sahip

olabilir mi?

Coziim: (a) Onerme 4.1.3 e gore fonksiyon tiirevlenebilir oldugu
noktada siireklidir. Dolayisiyla, fonksiyon xg da sonlu tiireve sahip ola-

maz.
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(b) Evet. Ornegin, 2o = 0 noktas1 f : R — R, f(x) = sgnz fonksiy-

onunun siireksizlik noktasidir ve (4.4) e gore

sgnx o1
im

F(07) etz 10t X +00,
f(07) = lim BT _ lim — = +00,
z—0~ T z—0~- X

olduguna gore, f'(0) = 400 olur. ©

(3) o € (a,b) noktast f : (a,b) — R fonksiyonunun 1. cesit siireksizlik

noktasi olsun.

ff(xg) = lim

h—0—

f(xo+h) = f(xo)
h

ve
o) = Jim TE0H I 2 TG)

limitlerine fnin x = xy noktasinda genellestirilmis anlamda sirasiyla

sol ve sag tarafli tiirevi denir.
fR\{0} — R, f(z) = ¥&te® — |I|V$1+m fonksiyonunun zy = 0 nok-

x

tasinda genellestirilmis anlamda sol ve sag tarafli tiirevlerini bulunuz.
Coziim: Once f(07), £(07) lar1 bulalm.

FO7) = lim f(z) = lim —Y1H2

z—0~ z—0~ X

F(OM) = Tim f(z) = fim “Y2ET

z—0t z—0t x

-1

1

olduguna gore, xg = 0 noktasi f nin 1. cesit stireksizlik noktasidir.

Yukaridaki tanima gore,

pioey g JO+R) = F(O07) o |h|VI+h+h
fO0) =l h = h2

VIth-1 1

= — lim YT

h—0— h 2
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JO+0) = f0%) _ . |h|VIFh—h
2

ity 1
f+(0 ) - h]ir(I)l+ h B0+ h
o VIER-1 1
N h—0+ h N 2

bulunur. Demek ki, f/(07) = —3 ve f(07) = 1 dir. ¢

4.1.2 Ek Problemler

(4) Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlarin, eger varsa, karsilarinda
yazili xy noktalarindaki tiirevlerini bulunuz. Fonksiyon bu noktalarda
siirekli midir?

fla)=[1-a?|, @o=1;

flz)=x—[z], xozlvex():%;

f(flf):e/P, 2o =0;

f(x) =sgn(x — %), 2o =0,20 = —1, vexg = 1 ;

f@)=IInz|, xg=1;

i

f

x) = arccos(sinx), xg = km, k € Z ;

f(a) = { x2,2 x € Q ise,

—x*, x€lise, xg=0;

(h) f:R—-R

fla) = { rsin, x # 0 ise,

0, x=01se, xg =0

(i) f:R—=R

{ L, x #0 ise,
xT

0, r=01ise,x9g =0
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(G) f:R—=R

T, xelise,xg=0;

fla) = { sinz, x € Q ise,

fa) zsinl +a?cost, x#0 ise,
xTr) =
0, r=01ise,x90 =0 .

(5) f(z) = sgn(x — %) fonksiyonunun zy = 0,29 = —1 ve 2y = 1 nokta-
larinda genellestirilmis anlamda sol ve sag tarafli tiirevlerini bulunuz.
Cevap: f.'(0%) =0, fu'(=17) =0, f'(1*) = 0.

4.2 Turev Alma Kurallar:

Teorem 4.2.1 : Eger, u,v : [a,b] — R fonksiyonlarimn bir x € [a,b] nok-
tasinda tirevleri varsa, Au + pv, (A, p € R),u.v ve v(x) # 0 ise, = fonksiy-
onlary da x noktasinda turevlenebilirdir ve

(a) (\ut po) (@) = ' (@) + o' () 5
(b) (uU)’(x) = u’<$>v<$> —i—u(x)v’(x) :
(c) (4)(z)= u! (o () —u(z)o ()

v?(z)

esitliklery dogrudur.

Ispat: Digerlerini okuyucuya birakarak (c) ifadesinin dogrulugunu gosterelim.
v fonksiyonu z € [a, b] noktasinda tiirevli oldugundan bu noktada siireklidir.
O halde, v(z) # 0 olduguna gére, 30 > 0 oyleki V¢ € [a,b](\Us(x) icin
v(t) # 0 olur (Bkz. Teorem 3.2.1(b)). Bu durumda, z + h € [a,b] (| Us(x)
olacak sekilde Vh # 0 icin

Lueh) @, 1 b —u() e+ h) = o)
h[v(x—l—h) v(x)] U(:E)U(:E+h)[ (@) h (@) h ]




